KAGELSNITT, eller KONISKA SEKTIONER

(ett specialarbete av Per Erik Strandberg, Visteras, 1998)

#. ..hela vdrlden fungerar ju sd - scm om den vore tankt
eller dromd av en gud som 4r matematiker. Ndr molnen
drar éver himlen eller vdgor sldr mot stranden &r det
en ridkneprocess som pdgdr, ett spelande med tal under
sinnevarldens yta. Universum rdknar fram banan fér
varje liten partikel i varje Sgonblick, det rdknar fram
stjdrnornas dden och livets historia, lekfullt men &ndd
kallt och likgiltigt, med en absolut, obdénhdérlig
exakthet - sd4 ldnge det inte finns ett medvetande som

péd ont eller gott ingriper i leken...™

Peter Nilson, dbéd 19%8, fdrfattare och matematiker,
citat fran "Rymdviktaren"
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2 FORORD

Det ar nu var 1998, och pa Rudbeckianska gymnasiet 1 Vdasteras
gér samtliga avgangselever ett specialarbete. FOr min del var
jag kluven infor valet av amne. Det blev till slut
"kagelsnitt"”, ett omrdde inom matematiken som tillampas en hel
del inom fysiken. Bade matematik och fysik &ar &amnen som fargat
mig sedan barnsben. Fran att fdrstka formulera teser om
bensinsnalhet hos bilar "om bilen aker jattefort, hinner inte
bensinen ta slut..." och andra tédmligen naiva tankar sa visade
det sig pa hogstadiet att jag hade fallenhet for matematik. Jag
kom vidare till final efter kvalificeringstivlingen i matematik
SM fsr hogstadieungdom 1993/1994. Fran att ha letat efter
kryphal i raknetabellerna i mellanstadiet (jag larde mig dem
aldrig utantill...), till matematik SM, ett ganska langt kliv.
Nar jag sedan akte som utbytesstudent till Frankrike var valet
av program ritt enkelt, Scientifique option maths
(Naturvetenskapligt med matematisk inrikting). Matematik &r och
kommer vara nagot som mitt liv formodligen fargas ordentligt
av, sa det ir ingen slump att jag har valt en liten férdjupning
i detta &mne.

Jag stotte pa detta kapitel forsta gangen pa
matematikférdjupningen i Frankrike men da endast valdigt
oversiktligt och pad valdigt kort tid. Darfér stadllde jag mig en
hel del fragor som jag aldrig riktigt fick svar pa. Det var
framst oandlighetsproblem, om hur kurvorna skulle se ut om de
korsades i oadndligheten, och angaende grédnsfallen mellan ellips
och parabel, och mellan parabel och ellips. Jag kommer &dgna ett
litet kapitel i slutet at detta, om saker som inte star i
vanliga matematikbodcker eller lexikon.

Det ar nog siakrast att jag namner litet om mina beteckningar
{pa punkter, strackor och liknande). Nd&r jag benadmner tva
punkter F och F°, sa menar jag inte att F  &r ett resultat
eller en derivata av F, utan att de hér ihop pa ett eller annat
satt. I fallet med brannpunkter sa ar inte F° sekundar, utan
lika grundliggande som F. Det &r det faktum att man méter manga
symmetrier som gor att jag valjer detta skrivsdtt och det ar
ett lampligt satt att inte forvaxla tva punkter.

Per Erik Strandberg, Vasteras, april 21, 1998

5ida 3



3 HISTORIA

Omkring 200 ar fore det att var tiderakning startar fanns en
larjunge till Arkimedes som hette Apollonius fradn Perga. Han
hade ett intresse for geometri och beskrev ellipsens, parabelns
och hyperbelns egenskaper. Han utgick fran en cirkular kon och
skar den i olika wvinklar. Beroende pa hur man skar konen fick
man en cirkel, en ellips, en hyperbel eller en parabel. Hans
var systematisk i sitt arbete, och produkten blev "om koniska
sektioner", ett verk omfattande atta bdcker.

(Det bér dock namnas att bade Euklides och Menaichmos, larjunge
till Platon, &Agnade sig at kdgelsnitt. Euklides behandlade
kidgelsnitten i fyra bécker, som tyvarr férsvunnit eller
forstorts. )

Troligen var Apollonius inte ute efter nagra som helst
tillampningar av dessa koniska sektioner, utan ville bara leka
lite med dem, och han anade nog aldrig att detta inom
astronomin skulle ha en stor betydelse, trots att han var
intresserad av aven detta.

Mer &an 1800 Ar senare, i bérjan av 1600-talet, kom dessa idéer
att leda till en stor upptéckt. Tysken Johannes Kepler léaste
Apollonius skrifter som kommenterats av muslimska vetenskapsman
for att tillampas inom optiken, och med den enorma mangd
observationsmaterial den danske astronomen Tycho Brahe hade
samlat kom Kepler att rubba en hel del cirklar. Planeternas
banor var inte riktigt cirkulira och med hjdlp av Apollonius
teorier om kiagelsnitt drog Kepler slutsatsen att banorna ska
beskrivas som ellipser och inte som cirklar.

Senare samma arhundrade inférde René Descartes och andra
matematiker ett ratvinkligt koordinatsystem i k&gelsnitten,
detta gjorde att man kunde beskriva dessa geometriska figurer
med siffror och bokstaver. I koordinatsystem kunde nu bhade
kanda och okanda geometriska figurer enkelt ritas och
analyseras med hjdlp av andragradsekvationer.

P4 1700-talet fortsatte Gottfried Wilhelm Leibniz och Isaac
Newton i samma bana och utvecklade matematiken, &aven inom detta
omrade, med hjalp av differential~-, och integralkalkylen.

Nu, 1998, tillampas detta fréamst inom fysiken (f&6r fortsatta
studier i matematik &r kagelsnitten tdmligen ointressanta),
inom bland annat optiken, dynamiken(kast"parablar™) och
astronomin.
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4 FRAN KAGELSNITTET TILL TRE DEFINITIONER
4.1 Konen, generatrisen, axeln och cirkeln

For att nu fa lite inblick i definitionerna pa ellipsen,
hyperbeln och parabeln sa bdérjar vi fran bérjan.

Om vi forst tanker oss tva raka, oandligt langa linjer som skar
varandra i en punkt, punkten S. Vi kallar vinkeln mellan dem
for u och later den ena linjen rotera kring den andra med den
konstanta wvinklen u. Den fasta linjen blir da figurens axel,
och den roterande kallar vi for generatris. Den
skapar/genererar en konisk yta, som vi kan kalla K, med tva
mantelytor. Punkten S kallar vi ytans spets.

Vi later nu ett plan P ratvinkligt skidra axeln i en punkt som
ej ar S. Snittkurvan fran den koniska ytan pa planet &r da en
cirkel (vi far en radie som ar SM*sin (u)=konstant, om M &r en
punkt pa snittkurvan). Vi kan kalla (den minsta) wvinkeln mellan
axeln och planet v.

Vi ska nu se vad som hander om v inte ar en rat vinkel...

4.2 Ellipsens definition

Cm v>u fas: P skér endast den ena mantelytan. Om P inte gar
genom S fas en snittfigur som inte ar punktformad.

i

\

4

Vi tédnker oss tva sfarer, S, och S., med mittpunkter pa axeln,
vi tanker oss dem sa stora att de tangerar insidan av K och pa
ett sadant avstand att de inte berdr varandra. Tangeringsytorna
mellan S,, S, och K ar da tva cirklar, med mittpunkter pa axeln
och vinkelrata till axeln. Vi tanker oss nu att P inférs mellan
S; och 5. sa att P tangerar S; i F och S, i F'. Vi betraktar nu
en godtycklig punkt, M, pa snittkurvan.

Vi tanker oss nu den generatris som gar genom M och déper de
skdrningspunkter i vilka generatrisen tangerar S, och S, f&r N
och N'.

Vi inser att FM=NM da de fran en punkt dragna tangenterna till
en sfar ar lika langa.
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P4 samma satt inser vi att F'M=N'M,

alltsa: FM+F 'M=NM+N M=NN" ty N, M och N’ ligger pa samma
generatris (samma rata linje)
vi far: FM+F 'M=NN"=konstant

Vi doper denna samling snittkurvor fo6ér vilka v>u ellipser och

definierar:
En ellips ar den geometriska orten f6r punkter vars avstand
till tva givna punkter, har en konstant summa.

4.3 Parabelns definition

Om v=u fas: Planet P skidr ena mantelytan, om P inte skadr K i S.
Det finns bara en inskriven sfar, S,, med mittpunkt i axeln,
och en tangeringspunkt mellan P och S; som vi kan kalla F. I
S, s tangeringscirkel med K lédgger vi planet P°., Axelns
skarningspunkt i P kallar vi A. Vi forlénger AF och far en
skarningspunkt i K: B och en med P": H. Vi far en skarningsaxel
mellan P och P°., Vi kallar en godtycklig punkt pa snittkurvan
pa P fran K f6r M. Vi skapar en punkt L sa att den tillhor P
och P’, s& att ML blir parallell mot AH, fo6r alla L, (flyttar
vi pA M flyttar vi ocksa L). Vi drar generatrisen SM och linjen
MF. SM skir P ° och tangerar S; 1 punkten N. Vi infdr ett till
plan P°° s& att P~ &r parallellt med P° och sa att M tillhor
P’’, alltsa kan vi saga att P°° ar i funktion av M. Vi drar
generatrisen som ar parallell till P, den skar P°” och P°° i R~
och R”°. Da far vi MF=MN da detta &r tva tangenter fran M till
Sl. Vi inser att MN=R'R"° da detta ar delar av tva parallellt
stympade generatriser. Och saledes, R'R’"=AH=ML ty parallella
linjer mellan parallella plan.

Alltsa: MF=ML
Vi definierar denna samling snittkurvor, parablar sa att:

En parabel ar den geometriska orten for punkter vars avstand
till en given punkt och en rat linje ar lika.
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4.4 Hyperbelns definition

Om v<u fas: P skar bada mantelytorna.

Vi drar en linje, ett axelsnitt, genom P som &r en, mot P,

vinkelrdt projicering av axeln. Axelsnittet skar snittkurvan pa

P i B och C. Vi inskriver tva sfarer, S, och S., i K, som

tangerar P i F och F°. Vi kallar en godtycklig punkt pa

snittkurvan fér M och drar den generatris som gar genom M.

Denna generatris skar tangeringscirklarna fér sfarerna i N och

N°.

Vi fadr: MF=MN ty tangenter fran samma punkt till samma sfar.
MF'=MN" av samma anledning

alltsd: ME'-MF=MN'-MN=NN" ty M, N och N° tillhér samma

generatris

och NN’=konstant

Vi kallar figuren pa snittytan hyperbel och ger den
definitionen:

En hyperbel &r den geometriska orten for punkter som vars
avstand till tva givna punkter har en differens som &ar
konstant.

4.5 Sammanfattning

En ellips ar den geometriska orten fdr punkter vars avstand
till tva givna punkter, har en konstant summa.

En parabel ar den geometriska orten f&r punkter vars avstand
till en given punkt och en rat linje &r lika.

En hyperbel &dr den gecometriska orten f&ér punkter som vars
avstand till tva givna punkter har en differens som &r
konstant.

Namnen ar grekiska och Appolonius dr upphovsmakaren till namnen

ellips(underskott), parabel (6verensstammelse) och
hyperbel (6verskott) .
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5 FRAN DEFINITION TILL EKVATION
5.1 Ellipsens ekvation

Ellipsens definition: En ellips &ar den geometriska orten for
punkter (dessa punkter bildar ellipsen} vars avstand till tva
givna punkter (brannpunkterna eller foci), har en konstant
summa .

Vi 1infor lite benamningar f£6r att ldttare kunna arbeta med
ellipsen:

Brannpunkterna déper vi F och F’'. Vi déper mittpunkten till FF~
fér O. En godtycklig punkt i ellipsen kallar vi M. Vi déper
brannpunktsradierna p och g sa att p=FM, och g=F'M. Storaxeln
eller transversalaxeln ar den léngsta linje som kan ga genom O,
storaxeln gar darfor genom F och F°, vi ger storaxeln langden
2a, och kallar andpunkterna A, och A°, dessa andpunkter kallas
aven ellipsens vertex. Om vi tittar p& specialfallet da M
sammanfaller med A inser vi att p+q=2a av symmetrisksl.
Lillaxeln eller konjugataxeln &r den kortaste linje som kan ga
genom O, lillaxeln ar darfor mittpunktsnormal till FF', vi ger
lillaxeln l&ngden 2b, och kallar sndpunkterna B och B'. Vi ger
striackan FF°, fokaldistansen, lingden 2c.

Om vi nu betraktar specialfallet da M sammanfaller med B fas

p=g=a och enligt Pytagoras sats
(1) a?=c2+b2 (och alltsa aven b2=a2-c2 , c2=32-b2)

Alltsa kan vi en ellips’ alla egenskaper om tva av dessa tre
strackor ar kénda.

Vi infdr ett koordinatsystem.
For att fa en latthanterlig och algebraisk form krivs ett
koordinatsystem. Vi kan till exempel infédra en x-axel som den

rata linje som skar brannpunkterna. Till y-axel kan vi ta
brannpunkternas mittpunktsnormal.
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Vi far med Pytagoras sats:

(2} p?=(x+c)2+y? och
(3)  q?=(x-c)2+y?

Vi subtraherar och far:

p?-g?=4cx, men (p+q) (p-q)=p2-q2, och p+qg=2a alltsa far vi
(p-g)=2cx/a

Vi doper c/a=e, e (excentricitet). Vi inser att fér en ellips
s& dr e stdrre &n noll, men mindre &n ett d& brannpunkterna
ligger narmare origo &n vertex. Men da e gar mot noll blir var
ellips mer och mer lik en cirkel och da brannpunkterna
sammanfaller har vi en cirkel (se definition ovan). Om e gar
mot ett kommer c att nadrma sig a, och BB'/AA’ gar mot noll, vAar
ellips blir mer och mer platt, till slut sammanfaller B och B’,
vi har bara ett streck.

alltsa: ptg=2a, p-g=2Z2ex, vi adderar och subtraherar och far
(4) p=atex
(5) g=a-ex, med (2) och (3} far vi.

p2+g2=(x+c) 2+y2+ (x-¢) 2+y2=2x2+2y2+2c2 och med (4) och (5)

fas
p2+g?={atex)?+ (a-ex)2 alltsa
®2+y2+c2=a2+¢c2x2/a2 vi férlanger med a2 och férenklar
x2(a2-c?)+a?y?=a2(a2-c2) men enligt (1) &r b2=a2-c2 gch vi
far

b2x2+a2y2=a2p2 vi dividerar med a2b2?2 och far
(6) x2/a2+y2/b2=1

Detta &ar tydligen ekvationen for en ellips, inte svar att
arbeta med.

5.2 Parabelns ekvation
Parabelns definition: En parabel Ar den geometriska orten for
punkter vars avstand till en given punkt (brannpunkten) och en
given rat linje (styrlinjen) har en konstant summa.

JLﬂ Vi infér ett koordinatsystem dir x-
axeln ar vinkelr&at till styrlinjen och
skar brannpunkten F. Y-axeln satts som
mittpunktsnormal till F och parabelns
vertex, som vi kallar A. Som tidigare
kallar vi en godtycklig punkt pa kurvan
M. Vi skulle, som vi gjorde med
ellipsen kunna kalla de tva avstanden i
X fraga for p och g. D& kan vi kalla
strackan mellan styrlinjen och M p, och
avstandet FM g. Vidare kallar vi
avstandet AF for a, da blir avstandet
mellan vertex och styrlinjen 2a, och vi
far:

P

-ﬂ.—_
by
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p=(x+a)

qg?=(x-a)2+y? fran definitionen inses att p=q, vi far da:

(x+a)2=(x-a)2+y? efter forenkling léser vi ut y2 och far
(7) yé=4ax

Tydiigen kan parabeln helt enkelt beskrivas som en
andragradsfunktion.

Da parabelns excentricitet inte ar lika liatt att bestiamma
vantar vi till kapitel 7 med att bestimma den.

5.3 Hyperbelns ekvation

Hyperbelns definition: en hyperbel ar den geometriska orten for
punkter vars avstand till tva givna punkter (brannpunkterna) har
en differens som ar konstant.

i Om vi déper brannpunkterna f&r
4 F och F'. Vi ger avstandet
mellan F och F° vidrdet 2c. Vi
infdr ett koordinatsystem, med
X—-axeln sa att den gar igenom F
och F°, och en y-axel s& att
den blir mittpunktsnormal till
FF’. En godtycklig punkt pa
kurvan kallar vi M. Hyperbelns
vertex déper vi A och A", vi
ger strackan AA° vardet 2a. Vi
tdnker oss nu strickan en
"imaginadr axel" lings y med
vardet 2b sa att b &r modulen av det irrella talet som fas for
b= (a2-c?), ¢ ar ju stoérre an a. Som tidigare déper vi FM till
p och F'M till q.

Tittar vi pa excentriciteten inser vi att den maste vara stérre
an ett da brannpunkterna ligger lingre fran origo &n vertex.

Betraktar vi specialfallen da M sammanfaller med A eller A
inser vi att:

(8) p-g= 2a och enligt pythagoras  sats fas:
p2= (x+c) 2+y?2
q%=(x-c)2+y? detta i kombination med (8) ger

(9)  ({(x+c)2+y2)~((x-c}?+y?))= 2a vi flyttar 8ver ena roten och
kvaderar

dxc=4aZ2 4a ((x-c)+y2) till slut far vi
(10) (cx-a?)/a= ((x-c)2+y2) vi inser att tecknen i (9) och (10)

hér ihop och vi far efter kvadrering
(cx/a-a)2={x-c)2+y2 vi beraknar, férenklar och far:
c?x2/a+a?=x2+c2+y? vi fdrlinger med a2 dverallt
c?x%+a%=a2x2+a2c2+a2y? vi flyttar dver a2x2 till
vansterledet och bryter ut x2 och a2 och far:
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®2 (c2-a?)-y2a2=32(¢2-a2), b2=c2-a? ty samma absolutviarde
som aZ-c?
x2p2-y2a2=32p2, vi dividerar med a2b2? och far
(11} x2/a2-y2/b2=1
Denna ekvation paminner mycket om ellipsens ekvation, (6).
5.4 Ssammanfattning
Vi har funnit tre ekvationer f6r vara tre kiagelsnitt:
(6) x2/a2+y2/b2=1 for ellipsen

(7) y?=d4ax for parabeln och
(11} x2/a2-y2/b2=1 for hyperbeln.
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6 Mer om kagelsnitten: tangenter och specialfall.

6.1 Ellipsens tangent

Vi anvander samma koordinatsystem som for ekvationen, (6), och
sbker tangentens ekvation pa formen y=kx+m. Vi gdr ett

ekvationssystem:

(6) |x2/a2+y2/b2=1

(12) ly=kx+m vi insatter (12) i (6) och eliminerar y och far:

x2/a2+ (kx+m) 2/b2=1 vi utvecklar

x2/a2+ (k2x2+2kmx+m?) /b2=1 vi férlianger med a2b2 och satter
pa formen x2+px+q=0 och far:

%2 (b2+a2k2) +x (2a2km) +a2 (m2-b2)=0 och till slut

x2+x (2a2km) / (b2+a2k2) +a2 (m2-b2) / (b2+a2k2)=0 och x blir:

x;,,=—a?km/ {(b2+a2k2} [(a%k2m2/ (b2+a2k2) 2-a2 (m2-b2) / (b2+a2k2) )

eller

(13) x,,,=—a2km/ (b2+a2k2){( (a%k2m2-a2 (m2-b?) (b2+a2k?) )/ (b2+a2k?)2)

™

az, :*L,,)

N

Men om vi tittar pa vad vi har tagit
fram sa férstar vi att detta ar x-
vardena for skarningspunkterna mellan
linjen(tangenten) och ellipsen, men
da tangenten bara kan ha en
"skarningspunkt" med ellipsen, maste
diskriminanten (uttrycket under
rottecknet) vara lika med noll. Vi
gdr en ny ekvation och sitter
tdljaren i diskriminanten i (13) lika
med noll. Om léser detta i avseende
pa m, sd far vi m-viardet (14). Vi ser
efter vad vi far.

atk?m?-a2 (m2-b2) (b2+a2k2)=0 vi utvecklar

atkZm2-a2 (m? (b2+a2k2) -b2 (b2+a2k2) })=0 vi sitter in a2

a?k?m2-a2m? (b2+a2k2) +a2b? (b2+a2k2)=0 vi foérkortar med alk2

bverallt

m2-m? (b2+a?k2) /a2k2+b2 (b2+a2k2) /a2k2=0 vi bryter ut m2 och

utvecklar

m? (1- (b2+a2k2) /a2k?2) + (a2b2k2+bd) /a2k2=0

m? (1-1-b?/a2k2) +b2+b4/a2k2=0
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m2(—b2/a2k2)=

-b2-b4/a2%2 vi léser ut m?2 och far efter
forenkling

m?=b2+a2kZ och
(14) m=%y(a2k2+b?) wvi har alltsa fatt m i funktion av k, a och

b, vi sidtter in m i (12) och far ekvationen f&r tangenten till
en ellips:

(12) y=kx¥(a2k2+b2) det dubbla tecknet framfsdr roten ar f&r att

tangenten kan ga "ovanfdr" eller "under" ellipsen i
koordinatsystemet

6.2 Parabelns tangent

Vi minns parabelns ekvation, (7), och pa samma satt som for

ellipsen gdr vi ett ekvationssystem f&r att finna tangenten pa
formen y=kx+m

(7) (y2=4ax

(15);y;kx+m efter insdttning av (15) i (7) fas:

4ax=kZ2x2+2kxm+m? vi sitter detta pa& formen xZ+px+g=0

®2+x (2km-4a} /k2+me/ k=0

x; == (km-2a) /k2V( (km-2a) 2/k4-k2m2/k%) vi satter
diskriminanten=0

(k2m2-4akm+4a2-k2m?) /k2=0 vi forenklar

4a2=4akm vi ldser ut m

m=a/k precis som for ellipsen fas m i funktion av a och k
och tangentekvationen (15) blir da

(15) y=kx+a/k

6.3 Hyperbelns tangent

Ekvationen for en hyperbel (11) &ar valdigt lik ellipsens
ekvation (6).

(6) x2/a2+y2/b2=1
(11) x2/a?-y2/b2=1

Vi kan alltsa gora pa samma sdatt som f6r ellipsen nar vi sdéker
tangenten, och vi far da fram en ekvation:

(16) y=kx!(a2k2-b2)' som vi kan jamfora med ellipsens

tangentekvation, (12}):
(12)

v=kx W aZk2+b?) enbart tecknet framfér b2-termen i
rotuttrycket skiljer dem at.
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6.4 Hyperbelns asymtoter
Om vi i hyperbelns ekvation l&ser ut y2-termen far vi:
y2=b2x2/a2-b? om vi nu bryter ut b2x2/a2 far vi
y2=(b2x2/a%) (1-a?2/x2) vi drar roten ur
y=f(bx/a){71:g§7;5? om nu x gar mot oandligheten fas:
a2/x2=0 och
(17) y=tbx/a for x-varden nara oandligheten,
:Ef Men vi inser att bx/a>y da x
inte a&r oandligt stor, alltsa
finns det tva asymtoter, {(17) ,

som hyperbeln gar mot f&r stora
%X, men haller sig innanfér.

b
T

/

6.5 Konjugathyperbeln

Om vi tanker oss en hyperbel pa normalform (x2/a2-y2/b2=1) och
gor en ny hyperbel som gar lings y-axeln, och dir storaxeln har
samma ldngd som den férstas imagindra axel, och den imaginédra
axeln blir storaxel. Vi minns i kapitlet om hyperbelns ekvation
att den imaginara axeln har vardet 2b. Tva s&dana hyperblar

kallas konjugathyperblar och ekvationen f&r konjugathyperbeln
blir:

y?/b?-x%2/a?=1 (vi bytte x mot y och bytte plats pa a och
b) eller:

(18) x2/aZ-y2/b2=-1 om vi bryter ut -1 fran bada leden och
féorkortar bort.

bx Asymtoterna fOr denna hyperbel kan
%43 finnas genom att vi l1&ser de i
4 avseende pd y och som tidigare
later x ga mot odndligheten,
asymtoterna blir da:

y=xb/a samma f&r bada
konjugathyperblarna allsa.

Vi inser att bada hyperblarna har
samma c-varde da a?+b2=c2 for
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hyperblar, och b och a byter bara plats i utrdkningen. Men om a
inte ar lika med b fas att excentriciteterna ar olika,
konjugathyperblarna #dr alltsa inte nddvandigtvis likformiga.

6.6 Sammanfattning

Pe tre tangentekvationerna ar:
(12) y=kxfaa2k2+b2f for ellipsen
(15) y=kx+a/k for parabeln och
(16) y=kx :{a?k?-b2)"' f6r hyperbeln

F6r en hyperbel pd formen x2/a2-y2/b2=1 fas
(17) y=bx/a fbér asymtoterna och
(18) x2/a2-y2/b2=-1 f6r konjugathyperbeln
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7 Angaende oandligheten och kagelsnitten.

Vi ska nu titta pa parabeln och hur den ser ut 1 den d&nde som
vatter mot odndligheten. Vi minns formeln fdr parabelns
tangentekvation:

(15) y=kx+a/k

Denna formel tillater alla k-varden, utom k=0. Vi undersdker
vad som hander da k gar mot noll. Men fodrst en titt pa
parabelns ekvation.

(7} x=vy?/4a

(7) antyder att x ar véaxande da y ar det, och vice versa. Men
om kX gar mot noll, gar termen a/k i (15) mot oandligheten, och
y blir ocandligt stor, vilket betyder att aven x &ar oandligt
stor, detta betyder alltsa att parabeln har tangenter som ar
parallella med x-axeln da x gar mot oandligheten. Parabeln
skulle alltsa kunna liknas med en halv ellips som ar candligt
stor,

Vi gar tillbaka till kapitel 4 och tittar pd& hur planet £ors in
i konen. Om snittkurvan forst &r en ellips och planet vrids sa
att det ndstan skd&r fram en parabel. Om planet ist#llet hade
skurit ut en parabel hade endast en oandligt liten skillnad i
vinkeln beh&vts...

Efter detta kanske vi vill jamféra dessa kagelsnitt litet mer
med varandra, vi skulle da kunna géra pa foljande satt:

Vi modifierar deras ekvation sa att deras vertex hamnar i origo
och later kurvan vaxa mot de positiva x-vardena och jamfor.

For ellipsen,
(6) x2%/a2+y2/b2=1

har det vertex som vetter at de negativa x-vardena
koordinaterna (0;-a), vi kompenserar for detta genom att
parallellforflytta koordinatsystemet i x-led a enheter i
negativ rikting. Da maste vi ersatta alla x-varden med x-a, for
att rdkna med det "riktiga" (ursprungliga) x-virdet i
ekvationen. Ekvationen blir da:

(x-a)2/aZ+y2/b2=1
Om vi l8ser denna ekvation i avseende pa& y? far vi:

y2=b2-b2 (x-a)2/a2 vi férenklar
y2=2b2x/a~b2x2/a2

Vi ska nu inféra excentriciteten i ekvationen.Detta kan tyckas
meningslods till en bérjan, men det ska visa sig att vi da far
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intressanta resultat. Vi bdrjar med att i x?-termen ersatta b2
med c2-a2.

y2=2b2x/a- (c?-a?)x2/a? men c/a=e och vi far
(19) y?=2b<x/a-{e2-1)x2

F&6r hyperbeln

(11) x2/a2-y2/b?=1

har det vertex scm pekar mot negativa x-axeln koordinaterna
(a;0}, vi ersatter darfor x med (x+a) och far efter samma steg
som for ellipsen:

(20) y2=2b2x/a+ (e?-1)x2

For parabeln

(7)  y2?=dax

ligger redan vertex i origo.

Jamfoér vi nu dessa k&gelsnittsekvationer

(19) y2=2b2x/a-{e2-1)x2 foér ellipsen

(20) y2=2b2x/a+(e2-1)x2 fo6r hyperbeln och

(7) vy?=4ax for parabeln

kan vi skriva dem p& formen

ye=gx+hx?

dar g alltid ar positiv, och h fér
ellipsen har negativ tecken
framfér sig (e for elipsen ligger
mellan O och 1), £f&r hyperbeln
positivt (e f6r hyperbeln &r stérre
an 1), och fo6r parabeln ar h lika
med noll. Alltsa far vi att
excentriciteten ar lika med ett.
Men detta verkar paradoxalt,
skulle inte da briannpunkten
sammanfalla med vertex? Avstanden

a och ¢ skulle ju da vara lika.

Men om vi tdnker oss en ellips,
som vanligt med storaxelns langd
2a och med fokaldistansen 2c,
dessutom ger vi ¢’ ett varde sa
att a=c+c’. Da fas

e=¢c/a men c=a-c’
e=(a-c’)/a
(21) e=1-c"/a
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Vi tanker oss nu planet vi skar konen
med, om planet skidr ut en ellips, men
narmar sig en parabel blir ju storaxeln
stoérre och storre. Alltsa, 2a gar mot
odndligheten, och sdledes ocksd a. (21)
ger nar a gar mot cdndligheten e=l1.

Om vi tanker istallet tanker oss en
hyperbel med fokaldistansen 2c¢, avstandet
mellan vertex 2a, och ¢’ sa att c-c’=a,
vi inser att ¢’ maste ha negativt tecken
framfér sig sa c¢ ar stérre an a. Om Vi
byter ut ¢ mot at+tc¢’ analogt med det vi
gjorde nyss fas till slut:

e=l+c’/a

Om vi nu later den ena hyperbelhalvan
flytta sig mot oadndligheten ({(det sk&rande
planet gar mot att bli parallell med en
generatris) far vi att a gar mot
odndligheten och alltsa e=1.

Alltsa skulle man kunna sdga att parabeln ar specialfallet inom
kdgelsnitten som skiljer tva stora grupper. Som talet O...
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8 SLUTORD

Jag har alltsa 1 detta specialarbete visat att parabeln &r en
halv ellips, och att hyperbeln i oandligheten fortfarande
vaxer, nagot jag gatt och grubblat pa nastan ett ar. Men under
arbetets gang visade det sig att jag var tvungen att sdka upp
litteratur fran 40-talet f&r att hitta harledningar till
kdgelsnittens definitioner, nagot som férvanade mig.

Slutligen vill jag tacka lektor Bengt Diehl f&r lanet av
litteratur och de tips och rad han gett mig; tack till P3,
Front242, And One, Nick Cave and the Bad Seeds, the Sisters of
Mercy, Kraftwerk, Page och Depeche Mode fdr den rogivande
bakgrundsmusiken; ett tack ocksa till mina foraldrar £for kaffe
och mat, mest fo6r kaffet; och ett stort tack till Carin Thorén,
min handledare, som hjalpt mig med korrektur och handledning av
detta arbete.
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